A KINEMATIKAI ABRAZOLO GEOMETRIA ELEMEI

HAJDU ENDRE

ELOSZO

Ez a dolgozat egy kinematikaval 6tvozott abrazold geometria kidolgozasanak lehet6ségét
(talan indokoltsagat is) kiséreli meg igazolni. Elsdsorban a kinematikai eszkdzoknek a felii-
letek abrazolasaban val6 alkalmazasi lehetéségeit mutatja be.

Mint ismeretes, a kinematikdban alapvetd szerepe van egy, a geometriatol idegen fogalomnak,
az idének is; magyarazatot igényel, hogy mégis miért érdemes kisérletet tenni a kinematikai
eszkozoknek egy olyan geometriai tudomanyéagban val6 alkalmazasara, mint az abrazol6 geo-
metria. 1932-b6l szarmazik a kovetkezé — R. v. Mises-t6l szarmazé — vélemény: Igen kivana-
tos lenne [...] annak vizsgalata, hogy meddig terjednek elvileg az abrazolo, azaz konstruktiv
geometria modszerei; milyen szerkesztési feladatok oldhatok meg a szokott segédeszkozokkel
[...]. Mindaddig, amig ilyen kérdések megvalaszolatlanok, hiszen fel sem vetddtek, az abrazo-
16 geometria mindig csupdn egyes feladatok gyiijteményének jellegével bir, melyet nem fognak
ossze elegendden dltaldnos gondolatok [R.v.Mises ZAMM. B.12.1932] ; aligha vitathato vé-
lemény. Részben az elegendden 4altalanos gondolatok, modszerek hidnya miatt olyan sziikos
az abrazolo geometria tankonyveiben targyalt feliiletek valasztéka. A masodrendu feliileteken,
forgas- és csavarfeliileteken kiviil alig talalunk mas feliiletfajtakat. Nem is varhato tobb — ha-
tékony, altalanosan alkalmazhaté modszerek hianyaban — egy olyan geometriai tudomanyag-
tol, mely szerkesztései soran, gyakorlatilag alig épit egy olyan alapveté matematikai foga-
lomra, mint a derivalt.

Ezen a hianyon segithet a kinematika alkalmazasa, mikor a sebességvektort, mint derivaltat
szerkesztési elemként hasznalja fel. A szokasos abrazold geometriai eszkozokkel mar egy-egy
szokatlanabb feliilet brdzolasa, vagy egy feliileti ponthoz tartozé érintdsik megszerkesztése is
nehézséget jelenthet. Ilyenféle problémak — legalabb a vonalfeliiletek esetében — elharulnak a
kinematikai eszk6zok alkalmazasa révén. Tovabbi eldnyt jelenthet a targyalandé modszer, a
konstruktiv differencidlgeometria oktatasa, szemléltetési lehetdségei soran.

MOZGASGEOMETRIA. KINEMATIKA

A jelen dolgozat 1ényegi mondanivaloja: tekintsiik a vetiileteket, illetve az dbrazolando
pontokat, egyeneseket, sikokat, s6t vetiileteiket is, mozgo, mozgathato alakzatoknak avégett,
hogy a geometriai feladatok megoldasahoz a kinematika eszkozei is hasznalhatok legyenek, s
ezzel novekedjen a hagyomanyos abrazold geometria hatékonysaga.

A mozgasgeometria az alakzatok lehetséges mozgasaval kapcsolatos kérdéseket vizsgalja
geometriai szempontbol; jellegzetes feladata annak bizonyitdsa, hogy egy sikban mozgo
alakzat elmozdulasa vagy egyetlen pont koriili elforgatas vagy egyetlen eltolas. Alapvetd
fogalma a momentan centrum: az a pont, mely koriil a sikban mozg6 alakzat pillanatnyi
mozgésat végzi.

A kinematika is a mozgasokat vizsgalja, de az id6 figyelembevételével. Alapveto fogalma a
sebesség ¢és a gyorsulas. Jellegzetes feladata annak igazolasa, hogy egy sikban mozg¢ alakzat-
nak altalanos esetben egyetlen zérus sebességli pontja van egy adott pillanatban, a sebesség-
poélus, ami azonos a momentan centrummal. Mar e nevezetes pont példaja is mutatja, hogy
nem lehet éles hatart vonni a mozgasgeometria ¢és a terjedelmesebb tudomanyag, a kinematika
kozott.

A kinematika is egyike azon ismeretkdroknek, melyek koran, mar a 19. szdzadban érintkeztek
az abrazolo geometriaval, bar szinte csak a momentan centrum fogalma nyert itt-ott alkalma-
zast. A jelen dolgozat megkisérli annak igazoléasat, hogy 1éteznek kiaknazatlan lehetdségei a
kinematika dbrdzol6d geometriai alkalmazéasanak, még akkor is, ha napjainkban a grafikus




modszerek vesztettek jelentdségiikbol. ’ ’
A jelen Gsszedllitas a kordbban kozolt, a szerz6 KINEMATIKAI ABRAZOLO GEOMETRIA
cimi dolgozatanak javitott, bovitett valtozata.

KINEMATIKAI OSSZEFOGLALO

Az aldbbiakban azokat a kinematikai fogalmakat, tételeket soroljuk fel, melyekre a tovabbi-
akban sziikség lesz. A tételek bizonyitasa az esetek tobbségében itt nem szerepel.

SEBESSEG

A kinematika emlitett két mozgasjellemzdje, a sebesség és gyorsulas koziil a tovabbiakban
csak a sebességre lesz sziikség. Ha egy mozgo pont t, ill. #+A4¢ idéponthoz tartozo helyvektorai
r(t), ill. r(t+4¢), akkor a t idéponthoz tartozo sebességvektor :

r(t + At) —r(t) O

V(D) = Alir—r}o At

Vagyis a sebességvektor a helyvektor id6 szerinti derivaltja. Feltessziik, hogy a pont mozgasat
leir6 r = r(t) mozgasfiiggvény legalabb kétszer differencialhat6 az id6 szerint.

Az alabbi harom tétel a sikban vagy térben mozg6 egyenes pillanatnyi mozgasallapotaval
kapcsolatos.

Tétel. Egy mozgo egyenes pontjainak pillanatnyi sebességvektor-végpontjai egyenest
alkotnak, az egyenes sebességvonalat. Valamely e egyenes sebességvonalat Ve jeldli a
tovabbiakban (1. bra).

1. dbra 2. abra

Sikban mozg6 e egyenes sebességvonala metszi (esetleg a végtelenben, azaz idealis pontban)
a mozgo egyenest, térbeli mozgast végzd egyenes esetében € és Ve kitérd vagy metszo.

Tétel. (Egyenld sebesség-0sszetevok tétele). Egy mozgd egyenes pontjainak az egyenesre eso
sebesség-Osszetevoi egyenldk (1. abra).

Tétel. Egy mozgd egyenes P, P.Ps pontjai, s az e pontokhoz tartozo viv:vs sebességvektorok
V1V.Vs végpontjai altal alkotott pontharmasok osztoviszonya egyenld: [P:P:Ps] = [ViV2Vs].
Kés6bb igazoljuk, hogy egy mozgd egyenes pontjainak sebességvektorai egy sikkal parhu-
zamosak.

Megjegyzés.

A sebességvektorokat rajztechnikai okbdl kozéptajon elhelyezett nyillal és szaggatott vonallal
jeloljiik, tobbnyire. Ha csak a sebesség iranyat kivanjuk jelezni, akkor a nyil a jelkép végén
szerepel.



Ha egy P pont egy O kozépponta R sugart kéron mozog a Po kezdéhelyzetbdl indulva (2.
abra), akkor a pont mozgésat meghatarozza a P, €s P pontokhoz tartozé korsugarak idében
valtozoé hajlasszoge, pontosabban a ¢ = ¢(t) fliggvény.

Az OP egyenes forgd mozgésat, azaz a ¢ sz0g idobeli valtozasat az OP sugar (skalaris)
szO0gsebessége, a p= ¢(t) fliggvény 1d6 szerinti derivaltja jellemzi:

t+ At) — t

A képlet egy sikban tetszOleges mozgast végzd egyenes szogsebességét is értelmezi.
A P pont helyzetét a koron jellemzd s eldjeles ivhossz s = Ry 1d6 szerinti derivaltja, a pont

palyasebessége, av =8 = R¢ = Rw adja meg. Ha e a pozitiv iranyba mutato érint6 egység-
vektor, akkor v = ve.

PELDA (A tovabbiakban az adott, ill. keresett elemeket A:, ill. K: roviditések utan soroljuk
fel. A képsikokat Ki, Kz, K jeloli).
A: e egyenes A pontjanak K. -re merdleges Va sebessége, tovabba B pontja sebességvekto-
ranak allasa (a vektor egyenese, 3. abra).
K: - az e egyenes V. sebességvonala,
-Vs,
- az e egyenes tetszoleges X pontjanak sebessége.
Megoldas.
Va ¢és Vs € -vel parhuzamos 6sszetevdi egyenlok, ezért Va-nak e-vel parhuzamos Gsszete-
v6jét B -bdl e -re felmérve és a felmért vektor végpontjaban e -re merdleges sikot allitva
Vs adott egyenese a merdleges sikot a keresett Vs végpontjaban metszi.
Va €s Ve végpontjait 6sszekotve kapjuk a Ve sebességvonalat. Az X pont sebességvektorat
szerkeszthetnénk az e -vel parhuzamos sebesség-Osszetevok tétele alapjan is, de egyszeriib-
ben is eljarhatunk: mivel egy egyenes pontjainak sebességvektorai egy sikkal parhuzamosak
egy adott pillanatban, s esetlinkben ez a sik Vs elsd vetitdsikja, az X pont sebességének elsé
képe parhuzamos Ve elsé képével, masodik képe végpontjanak folvetitésével adodik.

3. abra



A mozgasjellemzok koziil a gyorsulasvektorral nem foglalkozunk, noha dbrazolé geomet-
riai alkalmazhatosag szempontjabol elényds lenne, de emlékeztetiink: a jelen dsszedllitas
célja csak a kinematika altal nyujtott bizonyos lehetéségek bemutatésa.

SIKMOZGAS

Ha egy sikbeli alakzat — példaul egy sikidom — igy mozog, hogy pontjai allanddan egy adott
sikon maradnak, a sikbeli alakzat sikmozgast végez. A mozg6 alakzat sikja a mozgo sik, a
vele egybeeso adott sik a nyugvonak tekinthetd all6 sik. Ha a mozg6 sikhoz rogzitiink egy
testet, akkor a mozgd sik mozgatasaval egyidejiileg a test is sikmozgést végez, minden pont-

janak mozgasa olyan, mint a mozgo sikra vonatkozo T vetiiletének, talppontjanak mozgésa az
allo sikon (4. abra).

Ezért — egyszeriiség kedvéért — a test mozgasa helyett elegendd a sikbeli alakzat mozgéasaval
foglalkozni. Mivel a mozgé sik mindenkori helyzetét meghatarozza egy szakaszanak helyzete,
végeredményben a test mozgasanak vizsgalata vissza vezethetd egy szakasz sikmozgésééra.

MOMENTAN CENTRUM, POLUSGORBEK

Egy sikban mozgd AB szakasz t: idépontban legyen az A.B: helyzetben, t. idépontban pedig
az A:B: helyzetben (5. abra).

E két helyzethez mindig talalhat6 a siknak egy olyan — esetleg idealis, azaz végtelen tavoli —
S pontja, mely koriil az A, B szakasz az A.B: -be forgathato, ill. megforditva.

Az abrardl leolvashaté modon szerkeszthetd Si. pont a mozgd siknak a ti,t: helyzethez tartozé
forgaspdlusa. Ha rogzitett t: - nél At =t —t: tart a nulldhoz, a mozgas folyamatossagat folteé-
telezve, a tavolsagfelezOk tartanak a szakaszvégpontok palyainak A ill. B: -beli normalisai-
hoz, a forgaspolusokbol allo pontsorozat pedig egy S hatarponthoz. Az S = lim S, pont—ha
létezik — a t: idéponthoz tartozo pillanatnyi forgaskdzéppont vagy momentan centrum (6. ab-
ra).

8S,,
6. abra




Ha a mozgés soran minden pillanatban kijel6ljiik a momentan centrumot a mozgo6 ¢és az allo
sikon, akkor altalaban két kiilonb6z6 gorbét alkotnak a kijelolt pontok, noha a megjelolés
pillanatdban fedésben vannak természetesen.
Az 4ll6 sikon kijeldlt momentan centrum-sorozat az allo pélusgdrbét, a mozgo sikon kijelolt
momentan centrumok a mozgd pélusgdrbét alkotjak. Ha egy AB szakasz végpontjai az
egymasra merdleges a , b egyeneseken mozognak, akkor a 7. abran lathato helyzethez tarto-
z6 momentan centrum S, az allo polusgorbe az R = AB sugart negyedkoriv, a mozgd polus-
gorbe az AB atmérdji félkoriv.
Visszatérve az 5. abrahoz, mely foltiinteti az S.. forgaspolus koriili elforgatas Ap szogét,
képezziik a Ap/At hanyadost, ahol 4¢ a két helyzethez tartozo6 idokiilonbség, a hanyados az
elforgatashoz tartozo atlagos szogsebesség. Ha At — 0, a lim Ap/At az S momentéan centrum-
hoz tartozo pillanatnyi sz6gsebesség. Ha a mozgast nem csupan geometriai szempontbol,
hanem az idében lejatszodo folyamatként tekintjiik, akkor a kovetkezdket allapithatjuk meg:
- a mozgas pillanatrol pillanatra valtozé momentan centrumok kortili elemi forgésok sorozata,
- a momentan centrumokhoz tartozo pillanatnyi szogsebességek is pillanatrél pillanatra
valtozhatnak,
- a mozgo alakzat barmely pontjanak sebességvektora merdleges az adott pontot a momen-
tan centrummal 0sszekotd pdlussugarra,
- a momentan centrumtol egyenld tavolsagra 1évé pontok sebességvektorainak nagysaga
megegyezik és egyenlo a tavolsag €s a pillanatnyi szogsebesség szorzataval (8. abra).

allo p.g.

8. abra 9. abra

A fentiek alapjan indokolt a momentéan centrum — kinematikailag tobbet mond6 — masik
elnevezése, a sebességpolus.

Az elemi forgasok egymasutanjabol allo sikmozgas egyben gordiilé mozgas is: a mozgd
polusgdrbének az 4lld polusgorbén vald legordiilése révén megvalosuld folyamat.
Megmutathatd, hogy adott sikmozgéashoz egyetlen, egyértelmiien meghatarozott pdlusgorbe-
-pér tartozik. A sikmozgas azonban csak az elmozdulasok €s sebességek szempontjabol
tekinthetd pillanatnyi forgasok sorozatanak, a gyorsuldsok tekintetében nem!

A SEBESSEGPOLUS MEGHATAROZASA

A sebességpolus szerkesztéssel torténd meghatarozasanak leggyakoribb esete az, amikor
ismert a sikmozgast végz6 alakzat két pontjanak pillanatnyi mozgasiranya (vagy csupan
sebességvektoranak allasa). Ilyenkor a két pontban a megfeleld iranyokra allitott merdleges
egyenesek, vagyis a polussugarak metszéspontja a keresett sebességpolus. Ha a két pont
sebességvektorai parhuzamosak egymassal, akkor a vektorok kezd6- és végpontjainak
0sszekotd egyenesei metszik egymast a sebességpolusban.



A sebességpolus meghatarozasanak kiilonleges, és a késdbbiek szempontjabdl fontos esete
a kovetkezd: ismeretes egy e egyenes E pontjanak Ve sebessége, tovabba egy olyan Q pont
Vo sebessége, mely pont nem tartozik az e egyeneshez, de amelyhez e a mozgas soran
illeszkedik. Meghatarozand6 az egyenes pillanatnyi mozgasanak sebességpolusa (9. abra).
Az S sebességpolust az ismert sebességii E pontban ve -re allitott meréleges és egy, a Q
ponttal pillanatnyilag egybeesd, de e -hez tartoz6 R pont sebességére allitott merdleges
metszéspontja szolgaltatja.

Az R pont e -vel azonos allast sszetevoje egyenld Ve megfeleld Osszetevojével, e -re merd-
leges Osszetevéje pedig — a Q pont és e illeszkedési feltétele alapjan — egyenld Vo -nak e -re
merdleges dsszetevijével. Az e egyenes legkisebb sebességli pontjanak vektor-végpontja a V
pont.

PELDA

Meghatarozandok azon e félegyenes mozgasanak polusgorbéi, mely mozgasa soran egy adott
kort érint €s kezd6pontja a kor egy adott atmérd egyenesén mozog (10. dbra).

Megoldas.

Az R sugaru kort érintd e félegyenes kezddpontja sebességvektoranak allasa azonos az atmérd
a egyenesének allasaval. A kor és az e egyenes T érintkezési pontjanak sebessége az érintés-
ponthoz tartozé érintével egy allasu, vagyis egybeesik e -vel. Az E és T pontbeli sebességek
allasanak ismeretében az S sebességpolus mar szerkesztheto.

10. 4bra

A sebességpolus koordinatai kozotti kapesolat az alld X , y koordinata-rendszerben

R X Xy x? = R?

— =——-—, amelybdl az all6 polusgorbe egyenlete: y =
X x2+y? R

Hasonlé médon a mozg6 &, # koordinata-rendszerben:

% = R , amelybdl a mozgo polusgorbe egyenlete 7 =/R& .
n

A mozg6 pdlusgodrbe olyan parabola, melynek tengelypontja azonos a &,7 koordinata-

rendszer kezdépontjaval és paramétere R/2. Ennek ismeretében kijelolhetd a parabola F
fokusza, s ennek birtokaban az S - beli érintd. Az abra szemlélteti a két polusgorbét is, melyek
érintkeznek S -ben.

A sikmozgas egyik kiilonleges esetében az allo és a mozgo siknak van kozos pontja, ekkor
forgd mozgésrdl van sz6, masik esetben a mozgd sik egyenesei parhuzamosak maradnak az
allo sikban 1év6 egyenesekkel, ekkor a sikmozgas transzlacid (haladé mozgas).



CSAVARMOZGAS

Mivel egy alakzat elmozdulésa a térben eltolas, elforgatas vagy csavarmozgés, ¢s mivel az
utébbi mozgastipusnak a kovetkezékben 1ényeges szerepe lesz, az alabbiakban 6sszefoglaljuk
a csavarmozgas geometridjaval és kinematikajaval kapcsolatos fontosabb fogalmakat.

PONT CSAVARMOZGASA

Egy P pont csavarmozgést végez valamely C tengely (irdnyitott egyenes) koriil, haa c
hataregyenesti és P -t tartalmaz¢ félsik a ¢ tengely kortil forog €s egyidejiileg eltolodik ¢
mentén (11. abra).

11. abra

Ko6zonséges csavarmozgast végez a pont, ha az eltolodas s mértéke aranyos a forgas

¢ mértékével, azaz s = p.¢p, ahol a p pozitiv alland6 a csavarmozgas paramétere, a p=1 radian,
(+ vagy — el6jeltt) szog-elfordulashoz tartozo forgasi komponense, az s eltolodas pedig a
transzlacids komponens.

A térben és idében végbemend csavarmozgés (a kovetkezékben mindig kdzonséges csavar-
mozgas értendd) kinematikai jellemzéséhez sziikséges megadni a csavarmozgas valamelyik
komponensét is az id6 fliggvényében. Ha a csavartengely koriili elfordulas egyenletes, azaz
alland6 szogsebességli, tehat ¢ = w.?, akkor a csavartengelytdl R tdvolsagra 1évo pont
sebesseget az w szbgsebességil keringd mozgas Rp =Rw =V, ¢s a tengely iranyt mozgas

$ = p@ = pw =V, komponensek vektorialis dsszege adja. A csavarmozgast végzo pont
palyaja a csavarvonal. Jobbmenetti a csavarvonal, ha a transzlacios komponens eléjelével
egyezik a forgdsi komponensé is, vagyis mindkettd pozitiv; ilyen a 11. abran lathatod
palyagdrbe, melynél most

Y )
tgo =—== Po_P-

v, Ro R
Balmenetii a csavarvonal, ha a forgasi komponens negativ eldjelt. A csavarvonal jellege nem

fiigg tengelyének iranyitottsagatol.

EGYENES CSAVARMOZGASA

A kovetkezokben az egyeneseknek olyan csavarmozgasat vizsgaljuk, melyek soran a csavar-
tengely meréleges az adott egyenesre. Legyen a csavarmozgas tengelye C, paramétere p, sz0g-
sebessége w, a kiilonleges helyzetben abrazolt e egyenes tavolsaga a tengelyt6l d (12. abra).



Az e egyenes sebességviszonyainak tisztdzasa végett hatarozzuk meg két pontjanak sebessé-
¢gét. Az egyik pont legyen e-nek a tengelyhez legkozelebbi pontja, a C pont, melynek két se-

besség-komponense Vg =dw, V. = pw.Aze egyenes egy tovabbi pontja legyen a C ponttél
| tavolsagra 1év6 P. A P pont sebesség-komponensei V7 =v. = pw . A masik komponens

V; =Ro=vd’+1*w.
Az e egyenes barmely két pontjanak tavolsaga egyenld egymassal, az x, ill. z irAnyu sebesség-

- komponensek egyenldsége miatt, ezért az eredd sebességek masodik képei parhuzamosak
egymassal; térben ez vektoraik azonos sikkal valé parhuzamossagat jelenti.

12. abra

A tovabbiakban hasznosnak bizonyul a sebességvektoroknak az imént latott kiilonleges fol-
bontasa, melyhez bevezetjiik a kdvetkez6 fogalmakat és jeloléseket: az egyenest tartalmazo és
az egyenes V. sebességvonalaval parhuzamos sik az egyenes A aszimptota-sikja, mely ese-
tiinkben e masodik vetitésikja egyben. Az egyenest tartalmazo és annak aszimptota-sikjara
merdleges sik az egyenes C centralis sikja, mely most azonos e elsé vetitosikjaval. Az
elnevezések a késdbbiekben valnak indokoltta.

Az e egyenes sebességvektorainak alap-felbontasa a 13. szemléletes abra szerint a kovetkezot
jelenti: a vektorokat e-vel azonos allast vy, a C sikra merdleges V. és az A sikra merdleges Vs
OsszetevOre bontjuk.

Részletesen:
Vi€ = VP a sebességvektorok e allasu 6sszetevoi,
V=0 £V : ' C-re merdleges Osszetevoi,
V€ = VP . A-ra .
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13. abra

A korabbiakbol kovetkezik, hogy csupan a kozépsoé 0sszetevo par kiilonbozik egymastol.
Az e egyenes azon C pontja, melyre v:¢ = 0 az egyenes centralis pontja, sebessége a C sikba
esik.

A CSAVARMOZGAS-PROBLEMA
Ha egy adott pillanatban ismeretes egy térben mozgd egyenes sebességallapota, tehat pl.
ismeretes két pontjanak sebessége, kérdezhetjiik, hogy melyek azok a csavarmozgasok,
melyek az egyenes adott pontjaihoz az adott sebességeket rendelik, vagyis a két adott sebes-
ség altal meghatarozott sebességallapotot hozzak 1étre. Az imént feltett kérdés a csavarmoz-
géas-probléma megfogalmazéasa, melynek megoldasa az alabbiak meghatarozasat jelenti:
- a csavartengely térbeli helyzete,
- a csavarmozgas p paramétere,
- a csavarmozgas w szogsebessége.
A feladatnak azzal a — fentiekben is latott — esetével foglalkozunk, amikor a csavartengely
merdleges az aszimptota-sikra. Ezt a kitlintetett csavarmozgast tekinthetjiik a tovabbiakban
normal-csavarmozgasnak.
Mivel két sebességvektor esetén a vektor-végpontok 6sszekotd egyenese, vagyis a sebesség-
vonal ismeretes, a vele parhuzamos €s az adott egyenest tartalmazé aszimptota-sik, majd ez
utobbira merdleges centralis sik is ismertnek tekinthetd (13. dbra). E két sik mar meghata-
rozza a csavartengely allasat, a centralis pont helyzetét. Ha az adott sebességek alapfelbon-
tasabol nyerhetd v, V2, Vs komponensei valamilyen modon — szamitassal vagy szerkesztéssel —
meghatarozhatok, akkor a 12. dbra (korivvel jel6lt) hasonlé hdromszogeibdl

— Y2 svi=do, ezekbdl w="2, d="1|, p=Ys p=Y3,

A I v, w v,

A 13. abran lathato koordinata-rendszerben az e egyenes csavarmozgasanak paramétere
eléjelhelyesen adodik az altalanos helyzetii P pont sebesség-komponenseinek és az | = x
koordinatanak figyelembe vételével.
A késObbiekben taldlkozunk azzal az esettel, amikor a mozg6 egyenes — egy feliiletet leird
alkoto — valamely P pontjahoz tartozé két sebesség-komponens egyenld, kovetkezdleg ott
valvo =1, ezért az alkotd paramétere egyenld a P pontnak a centralis ponttol mért d tavolsaga-
val (1. jelt irodalom 637.0.).
Szerkesztéssel is szamos esetben megoldhatok a csavarmozgassal kapcsolatos feladatok;
ilyenkor segitséget jelenthet, ha a csavarmozgast végz6 alakzatnak a csavarmozgas tenge-
lyére merdleges vetiileti mozgasat sikmozgasként vizsgaljuk.
A fentiekre példat a feliiletek abrazolasaval foglalkozo részben talalunk.




RELATIV MOZGAS

A mozgast mindig valamilyen meghatarozott alakzathoz, ill. koordinata-rendszerhez
viszonyitjuk, vonatkoztatasi rendszer hianydban a mozgasrél semmi nem mondhato.

Egy mozgd pont palyaja, sebessége, gyorsuldsa mas és mas lehet aszerint, hogy milyen
koordinata-rendszerben vizsgaljuk a mozgast. A kovetkezékben azt allapitjuk meg, hogy

mi a kapcsolat két kiillonboz6é vonatkoztatasi rendszerben érvényes sebességek kozott.

Ha az egyik rendszert abszolit, a masik rendszert szallit6 (koordinata-) rendszernek nevezziik,
akkor beszélhetiink a két rendszerhez viszonyitott palyardl, sebességrol (gyorsulasrol) is.
Hogy melyik rendszert tekintsiik abszolut, ill. szallit rendszernek, azt adott esetben Kine-
matikai, geometriai megfontolas alapjan dontjiik el.

KAPCSOLAT A SEBESSEGEK KOZOTT
Bevezetjiik a kovetkezo fogalmakat és jeloléseket:
va: abszolut sebesség, a pont sebessége az abszolut rendszerben,
v relativ sebesség, a pont sebessége a szallitd rendszerben,
ve: szallitd sebesség, a szallitd rendszerhez tartozo, vele egylitt mozgd azon pont
sebessége, mely pillanatnyilag egybeesik a mozgo ponttal.
A fenti jelolésekkel a harom sebességfajta kozti kapcsolat:
VA=V + Vs,

PELDA

Egy d oldalhosszisagi négyzet az A csucsa koriil w szogsebességgel forogva egy teljes
fordulatot tesz meg, mialatt a C csucsbol induld P pont allando v sebességgel haladva, a
négyzet oldalan C-bol B - be jut (14. abra).

NZ
P Y. A
# J \%
A4 >
X0 H V;\\\\

14. abra

A d, o
K: P abszolut sebessége az indulés pillanataban.
Megoldas.

A szallité rendszer most a négyzet, mely t = 2z 1d6 alatt fordul korbe. A relativ sebesség
®

r

d
nagysaga, V = Z_a) , a szallito sebesség nagysaga v° = V2dw, akét sebesség iranyat a 14.
/1

(nem mérethelyes) dbra szemlélteti. Az abszolut sebesség nagysaga koszinusztétellel:

ve :d—w\/87z2 +4r+1.

27

ABRAZOLO GEOMETRIAI ALKALMAZASOK
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VETULETI MOZGAS

Miel6tt ratérnénk a kinematikai eszk6z6knek abrazolo- és konstruktiv differencialgeometriai
alkalmazasara, sziikséges né¢hany fogalmat és tényt ismertetni a vetiileti mozgésok sajatos
kinematikai viszonyaival kapcsolatban.

PONT VETULETI MOZGASA

Egy térben mozgd pontot a képsikra vetitve, vizsgalhatjuk a vetiileti pont mozgasat. A tovab-
biakban csak merbleges vetiiletekkel foglalkozunk, megjegyezve azonban, hogy nehezebb,
érdekesebb kérdések centralis vetiiletekkel kapcsolatban meriilnek fol.

A térben mozgd pont vetiilete is mozog altalaban, kivéve azt az esetet, amikor a térbeli pont
vetitdsugaron mozog.

EGYENES VETULETI MOZGASA

Néhany eldzetes észrevétel az egyenes vetiileti mozgéasaval kapcsolatban:

1. A térben mozgo egyenes vetiilete is mozog altalaban, kivételt jelent azon eset, amikor az
egyenes allo vetitdsikjdban mozog.

2. Meg kell kiilonboztetni a vetiilet egyenest, mint vonal alakzatot a vetiilet egyenestdl, mint
pontokbol all6 alakzattol. Ugyanis a vetiilet egyenes nem ,,merev’’ olyan értelemben, hogy
mig egy e egyenes A és B pontjanak egymastol mért tavolsaga az egyenes mozgasa kdzben
valtozatlan, addig a vetiilet egyenes emlitett két pontjanak A'B’ tavolsaga még abban az
esetben is valtozhat, mikor az egyenes €' vetiilete — mint vonal-alakzat — nem mozog.
Nyilvanval6 hogy példaul egy vetitdsikjaban nyompontja koriil forgd egyenes vetiilete
mozdulatlan, mik6zben két pontjainak vetiilete kiilonb6z6 sebességgel mozog (15. abra)

y o
~N

. € AV, B A
;

3. A vetiilet egyenes mozgasa a sikon haromféle lehet: transzlacio, forgés egy pont kortil,
sikmozgas.

A térben mozg6 egyenes sebességvonalanak vetiilete is egyenes, kivétel az az eset, mikor a
sebességvonal merdleges a képsikra. Egy térmozgast végzo e egyenes AB szakaszéanak és Ve
sebességvonalanak vetiiletét szemlélteti a 16. abra, feltéve, hogy az egyenes és
sebességvonala kitérd.

a. € és Ve a képsikhoz képest altalanos helyzet.

b. e és ve’ parhuzamos egymassal és az A aszimptota sik e vetitdsikja.

C. Va merdleges a képsikra.

d. ve mer6leges a képsikra, az aszimptota-sik e vetitosikja.

e. az e egyenes, valamint az aszimptota-sik és a C centralis sik mer6leges a képsikra.

f. e, Ve parhuzamos a képsikkal. Az A aszimptota-sik parhuzamos a képsikkal, a C centralis sik

15. abra
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az egyenes vetitosikja. Kijelolhet6 a C centralis pont vetiilete is a sebességvektorok e-vel
parhuzamos 6sszetevdinek ismeretében.

16. abra

Az a koriilmény, hogy a pontok, egyenesek, stb. vetiileteit mozgathat6 alakzatokként is
tekinthetjiik, olykor bdvitheti az 4brazold geometria hagyomanyos eszkoztarat; ezt szemlél-
teti az alabbi példa.

Legyen a vonalfeliilet két mozgd pontot dsszekotd egyeneseibdl mint alkotokbal allo alakzat.
A félkoron mozgo pont helyzeteire Ai, a negyedkorén mozgo, megfeleld pont helyzeteire B; -
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ként hivatkozunk a tovabbiakban, de csupan szamok jelolik e helyzeteket. Az egyik pont egy
R sugaru, Ki-ben 1év6 félkort futja be, v sebességgel.

Az ugyancsak R sugaru, Kz - ben 1év6 negyedkort a masik pont futja be, v/2 sebességgel oly
modon, hogy a két mozgd pont mindig azonos sorszamu pontja a megfeleld kornek (17. abra).

~
<

17. abra

Feladatunk a két mozgd pont 6sszekitd egyenesei altal alkotott feliilet méasodik kontirgor-
béjének szerkesztése, pontosabban: két alkotojanak azon pontjat megszerkeszteni, melyhez 2.
képsikra merdleges €rintdsik tartozik.

A 2-2 ponthelyzeteket 6sszekotd, e alkotd azon pontja keresendd, melynek sebessége az
alkotdval Ko-re merdleges sikot hataroz meg. Ez esetben a sebességvektor vetiilete az alkotd
képével egybeesik; ha az alkotdé masodik képét mozgasaban tekintjiik, a keresett pont 2. képe
a mozgo vetiilet sebességpolusanak talppontja.

Tekintsiik az alkoto 2. képét olyan egyenesnek, melynek sebessége az Az alkotdé nyompont-
sebességének 2. képe, s mely egyenes ,,tamaszkodik™ a vs sebességgel mozgo Bz pontra. E
ponttal egybeesd, de az e" egyeneshez tartozé pont sebességvektora a mar ismert médon
megszerkeszthetd, vagyis ismertté valt az €" egyenes két pontjanak sebessége, igy a képe-
gyenes S sebességpolusa az abra szerint ismertté valt, K” talppontja a kontarpont masodik
képe. Hasonldo mddon eljarva kapnank 3-3 pontparhoz tartozo alkotdé masodik képének Z
sebességpodlusat és a J" kontarpontot.

Kissé modosult gondolatmenettel kaphato a kontirgdrbe végsé | pontja, mert a 4-4 jeli alkoto
utan kovetkezo alkotok képhatar-pontjai nem kontirpontok.

Nem érintettiik a feliilettel kapcsolatos lathatosagi kérdéseket, melyek ez esetben érdekesek.
A 4-4 jelti alkotdok utéani feliileti alkotdkon is talalhatok olyan pontok, melyekhez Ko - re me-
réleges érintdsik tartozik, de ezek részben fedésben vannak.

SIK VETULETI MOZGASA
A sik vetiileti mozgésanak a jelen dsszeallitasban nincs 1ényeges szerepe, ezért csak egy
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tételt emlitlink meg, mely a sikban mozgd egyenes vetiiletével kapcsolatos.
Tétel: Ha egy ¢ képsikszogii sikban mozgd egyenes szogsebessége w, s az egyenesnek a sik
nyomvonaldval bezart hajlasszoge ¢, akkor a vetiilet-egyenes pillanatnyi szogsebessége:
- COS¢
0 =" 2 2 @
Cos® ¢ +C0s” £.5in° @

SIKGORBE ERINTOSZERKESZTESE

Ha egy sik- vagy térgdrbe szarmaztathatd kinematikai uton, akkor a gérbe érintdjének
szerkesztése sebességvektor-meghatarozasra vezethetd vissza: a gorbét leird pont sebesség-
vektora azonos allast a gorbe érintdjével; ha tehat a sebességvektort meg tudjuk hatarozni,
akkor az érintszerkesztés feladata is elintézettnek tekinthetd. A kinematikai alapon torténd
érinté-meghatarozasra tobbféle modszer alkalmazhato.

ERINTOSZERKESZTES A SEBESSEGPOLUS ISMERETEBEN

Ha a gorbét egy sikmozgést végzo alakzat — példaul egy egyenes — valamely pontja irja le,

akkor az érintd meghatarozasa a kovetkezd 1épésekben torténhet:

- eldallitjuk a szarmaztatd alakzat mozgasanak sebességpolusat,

- meghatarozzuk a leird pont sebességvektorat a sebességpdlus ismeretében,

- a leir6 ponton atmend, s a sebességvektorral azonos allasu egyenes a keresett érinto,

- ha lehetséges, egyszertisitjlik a szerkesztést oly modon, hogy elhagyjuk a kinematikai ,,be-
oltoztetést”, vagyis a kinematikailag indokolt, de az érint eldallitasa szempontjabol melldz-
het6 vonalakat nem rajzoljuk meg.

A fentieket a konchois (pontosabban az egyenes konchoisanak) példajan szemléltetjiik.

A konchois geometriai szarmaztatasa: egy O ponton atmend ¢és egy adott e egyenest valamely

A pontban metsz6 egyenesre a metszéspontbol egyenld d tavolsagokat mériink fol (mindkét

lehetséges iranyban). Ha A befutja az e egyenest, a felmérésekkel nyert szakaszvégpontok

Osszessége alkotja a konchoist (18. abra).

18. abra

A gorbe kinematikai szarmaztatdsa: ha az AB szakasz ugy mozog, hogy

- az A végpont az e egyenesen haladjon,

- a szakasz egyenese illeszkedjék az O ponthoz,

akkor a szakasz B végpontja a konchois egyik agat irja le, a masik ag el6allitasa hasonlo.
Az iménti kinematikai szarmaztatas birtokdban a mozgd szakasz S sebességpodlusa az dbra
szerint megszerkeszthetd, az A pont tetszdleges nagysagl Va sebességét ismerve a B pont
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sebessége 1s meghatarozhato, de csupan a geometriai feladat szempontjabol ezekre a
mozgésjellemzdkre nincs is sziikség, a keresett érintd a B ponton atmend és az SB egyenesre
merdleges egyenes.

ERINTOSZERKESZTES A RELAT{V MOZGAS SEBESSEGTETELE ALAPJAN

A kinematikailag értelmezhet6 gorbéknek sem mindegyike szarmaztathatd egy sikmozgast
végz6 alakzat valamely pontjanak palyagorbéjeként. llyen esetekben sziikség lehet a relativ
mozgéssal kapcsolatos tételek alkalmazasara. Példaként vegyiik a 19. dbran lathaté gorbét,
melynek szarmaztatasa a kovetkez6: az A ponthoz illeszkedé a egyenes a k kort az M pontban,
az AB atmérére merdleges e egyenest N pontban metszi. E metszéspontokban az atméroére, ill.
e-re allitott merélegesek egymast P pontban metszik. Ha M befutja a kort, a P pont altal leirt
gorbe (Schoute-féle gorbe) P-beli érintdje szerkesztendo.

19. 4bra

Megoldas.

A P pont az M és N pontokkal egyiitt mozgdé m, n egyenesek kdzos pontja. Mikdzben az a
egyenes az A pont koriil forog, legyen M sebessége tetszéleges (de célszeriien az abran lathato
modon felvett) vu. Az a egyeneshez képest mozgd M, N pontok szallito sebessége merdleges
a-ra, az N pont relativ sebessége parhuzamos a-val, ilyen modon vy, S egyben P sebességének
egyik Osszetevdje ismertté valik. Mivel az m egyenes minden pontjanak ,,fiiggdéleges” sebes-
ség-Osszetevoje egyenld és akkora, mint vm megfeleld 0sszetevdje, ezért a P pont sebessége, s
egyben a gorbe P-beli érintdje az abra szerint megszerkeszthetd.

Az ismertetett szerkesztés a gorbe K pontjahoz tartoz6 érintd meghatarozasara is alkalmas.

ERINTOSZERKESZTES VEGYES MODSZERREL

Olykor sziikség lehet a sikmozgassal kapcsolatos ismereteknek (sebességpolus) €s a relativ
mozgas sebességtételének egylittes alkalmazéasara. Erre mutat példat a strophois gorbe esete.
A strophois szarmaztatasa: egy e egyenesen kiviili O ponton atmend f egyenes e-t M pontban
metszi. Legyen O-nak e-re vonatkozo talppontja T és mérjiik fel az f egyenesre M-b6l az MT
tavolsagot mindkét lehetséges iranyban. Ha M befutja az e egyenest, a felmérések eredménye-
képpen kapott pontok Osszessége alkotja a strophoist (20. abra).
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20. abra

A gorbe kinematikai szarmaztatasa: az f egyenes az OT kezd6 helyzetb6l indulva mozogjon
gy, hogy

- M éllando sebességgel haladjon e - egyenesen,

- az f egyenesen mozgd M = T kezd6 helyzetbdl induld A és B pont f -hez viszonyitott allando
sebességére teljesiiljon: Via=—V's .

Ilyen feltételek mellett A és B palyagorbéi alkotjak a strophoist.

Az érint6 szerkesztése az A pontban a kovetkez6: az f egyenes a szallito rendszer, az ehhez
viszonyitott sebesség az imént felirt két relativ sebesség. A szallito sebesség az A - val
egybeesd, de f - hez tartozo pont sebessége, mely merdleges az SA polussugarra. Az S
sebességpolus meghatarozasa és Vs meghatarozasa leolvashat6 az abrardl. Megemlitjiik, hogy
tovabbi kinematikai megoldas adodik, ha f - et O koriil forgd egyenesnek tekintjiik.

TERGORBE ERINTOSZERKESZTESE

Az érintd meghatarozasa a sikbeli érintd esetében latott modszerrel azonos: a térgdrbe érin-
t6jének allasa és iranya egyezik a gorbét leird pont sebességvektoraéval. Az alabbi példaban a
térgdrbe annak a pontnak a palydja, melyet egy kup valamelyik alkotdjdn mozgd pont ir le,
mikozben a kip alkotoja forog (21. 4bra).

Részletesebben: az alkotd P pontja allando sebességgel halad a kiip csucsa felé, mikdzben az
az alkot¢ vetito sikja a kup tengelye kortil forog.

21. dbra
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A kup alapkorének sugara R = 6 cm, magassaga h = 8,5 cm, alkotdinak hossza | ~10,4 cm.

Az a alkotd @ = m1/sec szogsebességgel fordul el, a Py helyzetbdl induld pont v =10 cm/s
sebeséggel halad a kup cstcsa felé.

Az alkot6 7. helyzetében a P7-hez tartozé érintdt a relativ mozgés sebesség-tételével hataroz-
zuk meg. A szallito sebesség az alkoto vetit sikjara mer6leges, V° = 2,5.7 = 7,8, mely mer6-
leges az alkoto elsé vetitd sikjara. A V" relativ sebesség allasa azonos az alkoto 7 jeli helyze-
tének allasaval, nagysaga V'= 10,4; felmérése az alkotd masodik képsikkal parhuzamos hely-
zetében célszerli. A két dsszetevo vektorialis 6sszege megadja a P7-beli érintdt.

KINEMATIKAI FELULETEK

FELULETEK SZARMAZTATASA

A kovetkezokben ismertnek tételezziik fel a feliiletekkel kapcsolatos alapvetd fogalmakat,
mint példaul vonalfeliilet, kifejthetd feliilet, torzfeliilet, bar ez utobbival kapcsolatban meg-
jegyezziik a nem egységes szohasznalat miatt, hogy — ellentétben egyes hazai geometriai mi-
vek szohasznalataval (Id.: 1) — itt a nem kifejthetd vonalfeliileteket értjiik torzfeliileteken.
Kinematikai mddszerek elsOsorban olyan feliiletekkel kapcsolatban alkalmazhatok, melyek
valamely alakzat — altalaban egy egyenes vagy egy gorbe mozgatasaval szarmaztathatok,
vagyis a feliillet a mozgo alakzat helyzetei 6sszességének tekinthetd. Az ilyen feliileteket
nevezhetjiik kinematikai feliileteknek. A feliiletek szamos fajtaja tartozik ebbe a feliilet-
tipusba, a miiszaki szempontbol fontos feliiletek szinte mindegyike.

Egy feliilethez kiilonb6z6 szarmaztatasi modok tartozhatnak. A feliilet szdrmaztatasi modja-
nak ismeretéhez ugyan elegendd annyi, hogy a mozgo alkoté tetszdleges helyzetét eld tudjuk
allitani, de a kinematikai eszk6zok alkalmazasahoz az is sziikséges, hogy az alkoté barmely
pontjanak mozgasjellemzdit — sebességét, esetleg szogsebességét, gyorsulasat (ez utdbbival itt
nem foglalkozunk) — meg tudjuk allapitani. Ha attekintésiink van az alkotd tetsz6leges pontja-
nak sebességérol, azt mondjuk, hogy ismeretes az alkoté sebességallapota.

FELULETFAITAK
A kinematikai modszerek abrazolo- és konstruktiv differencidlgeometriai alkalmazhat6saga-
nak szemléltetése céljabol néhany feliiletszarmaztatasi modot sorolunk f6l, s a tovabbiakban
ezeken a tipusokon mutatjuk be a kinematikai modszerek alkalmazasat.
A legfontosabb alkalmazasi lehetdséget a vonalfeliiletek nyujtjak, ezért az alabbiakban
felsorolunk néhany, a kovetkezokben is eléforduld vonalfeliilet fajtat.
I. Az e alkot6 egy AB szakaszanak két végpontja adott g, , ill. g, gorbén (ide értve az eset-
leges egyeneseket is) mozog (22. abra).

Sebességallapot.

Az alkoto AB szakasza végpontjainak Va, ill. Vs sebessége a 0i, ill. g. gorbék A, ill. B
pontbeli érintdjével egyezd allasu, tovabba a sebességvektorok e-vel parhuzamos 6sszetevoi
egyenlok.

Megjegyzés: a sebességallapotra vonatkozd megéllapitasbol kdvetkezik, hogy ha az alkotd
AB szakasza ugy mozog, hogy egyik végpontjanak palyajat az alkotd6 merdlegesen metszi,
akkor az alkotd minden pontjanak palyajat is merdlegesen metszi.
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22. dbra 23. dbra

I1. Az e alkoté mozgésa kozben adott ¢,, g, gorbéket metsz és parhuzamos egy S sikkal, az
alkoto altal leirt feliilet irdnysikjaval (23. abra).
Sebességallapot.
Ha az alkoté és g: P metszéspontja Ve sebességgel mozog g:-en, akkor e-nek pillanatnyilag
g -re es6 Q pontja olyan vq sebességii, hogy fennall:
- Ve €s Vo € -vel parhuzamos Osszetevoi egyenlok,
- Vo benne van a g: Q -beli érintdje és az alkoto altal meghatarozott sikban,
- Ve €s Vo S-re merdleges Osszetevoi egyenlok.

I11. Az e alkotd mozgésa kdzben két adott g: és g. gorbét metsz és allando ¢ szoget zar be egy
S sikkal (24. &bra).
Sebessegallapot:
Ha az alkot6 és g: gorbe P metszéspontja Ve sebességgel mozog a gérbén, akkor e
pillanatnyilag g - re es6 Q pontjanak sebessége a kovetkezo feltételekbdl nyerhetd:
- Ve €s Vo € - vel parhuzamos dsszetevdi egyenlok,
- Vo benne van a g. gorbe Q - beli érintdje és az alkotd altal meghatarozott sikban,
- Ve €s Vo S-re merdleges Osszetevdi egyenlok.

24. dbra 25. abra

IV. Az e alkotd mozgésa kozben egy adott g gorbét metsz, egy adott F feliiletet érint, és
adott & szoget zar be egy adott S sikkal (25. abra).
Sebességallapot:
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Ha az alkoté G pontja ve sebességgel mozog a g gorbén, akkor e -nek azon T pontjara,
melyben az alkot¢ a feliiletet érinti, érvényes:

- Ve €s V7 € - vel parhuzamos dsszetevdi egyenlok,

- Vr benne van a feliilet T-beli érintdsikjaban,

- Ve ¢s Vr S-re merdleges Osszetevdi egyenlok.

V. Az e alkot6 igy mozog, hogy egy AB szakaszanak
- A pontja egy adott g gérbén halad,
- B pontja egy adott F feliileten marad,
- az alkotd mozgasa kdzben parhuzamos egy adott S sikkal (26. abra).

26. abra

Sebességallapot:

- Va €s Ve €-vel parhuzamos 0sszetevoi egyenldk,

- a két sebességvektor S-re merdleges dsszetevoi is egyenlok,
- ve az F feliilet B-beli érintsikjaba esik.

FELULETEK ABRAZOLASA

ERINTOSIK-SZERKESZTES

Feliilet egy pontjahoz tartoz6 érintdsik megszerkesztése tobbnyire ugy torténik, hogy a
feliileti pontot tartalmazoé két feliileti gorbe érintdjét hatarozzuk meg, s az altaluk kifeszitett
sik a keresett érintsik. Vonalfeliilet esetén az egyik gorbe lehet maga a kijel6lt feliileti pontot
tartalmaz6 alkoto. Kinematikai vonalfeliilet esetében mas, és mindig alkalmazhato modszer is
kovethetd: az adott P feliileti pontot tartalmazé alkotd, mely mozgasa kdzben leirja a feliiletet
s egyuttal egy olyan gorbét is, mely tartalmazza P-t; ennek sebességvektora — a korabban tar-
gyaltak alapjan — megadja a pont palyagorbéjének érint6jét, igy az érintdsik meghatarozottnak
tekinthetd. Bizonyos esetekben azonban, ha példaul az alkot6 sikmozgast végez,
egyszerlibben is eljarhatunk. Erre mutat példat az alabbi, az 1. tipusba tartozé azon feliilet,
melynek egyik vezetd gorbéje kor, a masik vezetd gorbéje egyenes. Az AB alkoto-szakasz A
pontja a Ki-ben 1év6 koron, B végpontja a Ko-ben 1év6 egyenesen mozog (27. abra). Mivel a
két végpont egymassal parhuzamos sikokban mozog és a szakasz hossza nem valtozik, az
alkoto els6 képsikszoge allando, ugyancsak allando hosszasagu a szakasz els6 képe is, mely
sikmozgast végez az alkotoval egylitt. Az alkotdé minden pontja a Ki képsikkal parhuzamosan
mozog, a sebességek iranya megegyezik vetiiletiikével. Az alkotd elsé képe sebességpo-
lusanak szerkesztéséhez nincs is sziikség A vagy B sebességvektoranak meghatarozasara,
elegend¢ allasuk ismerete, melyekre merdlegest allitva kapjuk az S sebességpolust, annak
birtokdban mar Ve allasa ismertté valik. Mivel P sebességvektora parhuzamos a K képsikkal,
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a P pont palyagorbéjének érintdje els6 fovonala a feliilet érintdsikjanak, miért is az S érintdsik
els6 nyomvonala parhuzamos a sebességvektorral.

27. dbra

Bonyolultabb a feladat a II. tipusba tartoz6 konoid feliilet esetében, amelynek alkotoi
parhuzamosak az S elsd vetitdsikkal és egy Ko-re merdleges g: egyenest tovabba egy g. kort
metszenek (28. abra). Az e alkot6 P pontjahoz tartozo érintdsik meghatarozasa, pontosabban
az alkotd Ve sebességvonalanak megszerkesztése végett legyen az alkotd B pontjanak
sebesseége a tetszoleges nagysagu Vs. E vektor végpontjat tartalmazo ve sebességvonal elsd
képe parhuzamos az alkoto elsé képével, mert az alkotd az iranysikkal parhuzamosan mozog,
tehat minden pontjanak az iranysikra merdleges 0sszetevdje egyenld. Az alkotod A pontjanak
sebességvektor-végpontja (a vektor allasa nem azonos ¢: allasaval!) egyrészt benne van az
alkoté masodik vetitdsikjaban, masrészt egy € -re merdleges €s az A ponton atmend sikban.
A két sik metszésvonalanak képei metszik ki va végpontjanak els6 képét. Folvetitve kapjuk a
sebességvektor végpontjanak masodik képét, igy megszerkeszthetdve valik a sebességvonal

masodik kép€. A P pont sebességvektoranak végpontjat a most mar ismert sebességvonalon
annak figyelembe vételével hatarozhatjuk meg, hogy az (APB) osztoviszony egyenld a
megfeleld sebességvektor-végpontok osztoviszonyaval. A P ponthoz tartozo sebességvektor
egyenesének els6 nyompontjat az A ponttal 6sszekodtve nyerjiik a keresett P érintdsik p:
nyomvonalat. A p2 nyomvonal szerkesztése mar nem igényel magyarazatot.

A szerkesztés helyességének ellendrzésére egyszerli €s nem érdektelen lehetdség nyilik.
Eldszor azt kell belatni, hogy a feliilet egyetlen, K. -re merdleges alkotojat tartalmazo sikok a
feliiletet ellipszisekben metszik. Ugyanis egy-egy ilyen sik, példaul az M sik minden alkoto-
nak a két képsik k6zé es6 darabjat azonos aranyban osztja két részre. Ebbol kovetkezik, hogy
az M sik altal a feliiletbdl kimetszett m gérbe masodik képe kor, de mivel e kor sikmetszet
vetiilete, a metszetgorbe ellipszis. Az m metszet P-beli érintdjének elsé nyompontja a
korabban megszerkesztett p, nyomvonalra esik, ami mindkét szerkesztésiink helyességét
bizonyitja.
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KONTURGORBE SZERKESZTESE

Vonalfeliilet kontargorbéjének kinematikai alapon torténd szerkesztésével kapcsolatban az

alabbi két lehetdség valamelyike — esetleg mindkettd — all rendelkezésre:

1. Ha egy alkot6 valamely K pontja konturpont, akkor az alkoto és K- nak vk sebessége az

alkotdval olyan érintdsikot hataroz meg, mely merdleges a képsikra.

Il. Ha a vonalfeliilet valamely alkoto6-vetiiletének pillanatnyi mozgésa egy S sebességpolus

kortili forgas, akkor ezen az alkotd-vetiileten a kontirpont vetiilete — ha létezik — az S pont

talppontja; erre példa volt mar a 17. abra.

29. abra
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A fentiek alkalmazasat két példa szemlélteti: egy III. tipusu feliilet legyen az els6 példa,
melyben g. a K: - ben 1év6 kor, . a képsikra meréleges és a kort metsz6 g. egyenes (29.
abra).

Az e alkotonak konturpontjat a fentiek szerint megkaphatjuk, ha meghatarozzuk azt a pontjat,
melynek pillanatnyi sebessége merdleges Ko - re. Vegyiik figyelembe, hogy az alkot6 els6
képsikszogének allanddsdga miatt az alkotd barmely szakaszanak elsé vetiilete alland6 hosz -
szusagu, pl. az E- t6l g2 - ig terjedd szakaszé is, melynek pillanatnyi sebességpodlusa az S pont.
Mas szoval, az alkotd sikmozgast végez, az S pont elso vetitd egyenese kortil, az adott
pillanatban. Mivel a keresett kontirponthoz tartoz6 érintdsik K - re meréleges, kovetkezbleg
a Vk vetiiletéhez tartoz6 polussugar a képtengellyel parhuzamos, kijeldlhetd, a sebességpolus -
bol a képtengellyel htizott parhuzamos segitségével.

Az altalanosan hasznalhaté modszert szemlélteti a kovetkezo példa.

Az V. tipusba tartozoé feliilet AB szakaszanak A pontja egy R sugaru henger g alapkorén
mozog, mikdzben B pontja a hengeren, s az alkotd, mozgésa soran parhuzamos a K. képsikkal
(30. abra).

30. dbra

A félhengerben mozg6 szakasz altal leirt feliilet e alkotdja masodik képének vetiileti mozgasat
vizsgaljuk, e mozgas sebességpolusanak e’-re vonatkozo talppontja a keresett kontarpont
képe. Az S sebességpolus megszerkesztéséhez sziikség van az alkotd masodik képe két pont -
jénak sebességvektorara (pontosabban e vektorok allasara). Az A pont tetszéleges Va sebessé -
gének masodik képét felvetitéssel nyerjiik. A B pont sebessége helyett elényosebb foglalkoz -
ni az A,B szakasz F felez6 pontjaéval. E pont sebességének masodik képe ugyanis parhuza -
mos a henger alkotoival, kovetkezésképp az alkotd masodik képének S sebesség-polusa
rogton megszerkeszthetd, és ennek e’-re vonatkozo K" talppontja a keresett pont.

FOSIKOK MEGHATAROZASA

A korabbiakban szerepl6 aszimptota-sikra €s centrélis sikra hasznaljuk a kovetkezdkben a
fésik elnevezést. A vonalfeliiletek koziil a torzfeliiletek egyik tulajdonsaga az, hogy az alkoto-
nak altalaban minden pontjahoz mas és mas érintdsik tartozik. Mivel az alkot6 valamely P
pontjaban az érintdsikot meghatarozza az alkoto és a P pont pillanatnyi sebességvektoranak
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allasa — feltéve, hogy az kiilonbozik az alkotoétol — tovabba az alkotd idealis pontjahoz tarto-
76 sebességvektor végpontja azonos az alkotd sebességvonaldnak idedlis pontjaval, ezért a
keresett érintOsik, vagyis az aszimptota-sik az alkotot tartalmazo és a sebességvonallal par-
huzamos sik. Megemlitendd, hogy a feliilet alkotdival parhuzamos és egy ponthoz illeszkedd
egyenesek kupfeliilete, vagyis a feliilet iranykapjanak valamely érintésikja parhuzamos az
érintési alkotdval parhuzamos feliileti alkotd aszimptota-sikjaval.

Az alkot6t tartalmazo €s az aszimptota-sikra merdleges sik az alkotd centralis sikja, mely a
feliiletet a centralis pontban érinti. A centralis pontok Osszessége alkotja a feliilet szlikiilé
vonalat (strikcids gorbe); egykopenyii forgashiperboloid esetében a sziikiilé vonal a torokkor.
Fésikok meghatarozasara példaként tekintsiik a IV. tipusba tartozo azon feliiletet, melynek
alkotoi metszenek egy els6 képsikra meréleges g egyenest, érintenck egy gombot és elsd
képsikszogiik adott ¢ (31. abra).

31. abra

A feliilet egy alkotdja legyen az e egyenes. Elsd képét tetszdlegesen felvéve és elso vetitd
sikjat képsikba forgatva az alkoto els6 képsikszogének ismeretében megszerkeszthetd lenne
az alkoto és a gdmb érintkezési pontja, de most ez mellézhetd. Rovid szamitassal igazolhato a
feliiletnek az az érdekes tulajdonsaga, hogy alland6 nagysagu elsé képsikszogii alkotdinak
els6 nyomgorbéje a k kor. Az e alkotd sebességvonalanak megszerkesztése végett, legyen az
E nyompont sebessége tetszOleges nagysagu Ve . Az alkotdo masik pontja lehet a g egyenesre
es6 (de csak pillanatnyilag a G - vel egybees F pont. A sikmozgast végzo alkotd sebesség-
p6lusa az S pont, melynek ismeretében Ve meghatarozhatd. Az alkotd sebességvonalaval par-
huzamos és az alkotdt tartalmazo A aszimptota-sik, nyomvonalai a; és a2 . Nem meglepd,
hogy az aszimptota-sik nyomvonala merdleges az alkoto vetitosikjara, mert a feliilet irany -
kapja most forgaskup az alkotok azonos elsd képsikszoge miatt, és e az aszimptota -siknak
esésvonala. Az alkoto centralis sikja azonos elsé vetitdsikjaval, a centralis pont az alkotd F
pontja, a feliilet sziikiilé vonala a g egyenes része.

Figyelemre mélto, hogy az alkoto pillanatnyi mozgasa tekinthetd a g egyenes kortili csavar-
mozgésnak, de az aszimptota-sikra merdleges, S tengelyli csavarmozgasnak is. A alkoto és a
feliilet érintkezési pontja (ceruzaval szerkesztve) két modon lathatd az abran.
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32. dbra

ELOSZLASI PARAMETER MEGHATAROZASA

Legyen egy vonalfeliilet két alkotoja e és T, a két alkotd egymastol mért tavolsaga d, az
alkotok egymassal bezart szoge ¢ (32. abra). Torzfeliiletek esetén ha az f alkotd egyre kozelit
e-hez, azaz d tart a zérushoz, a d/p hanyados altalaban zérustol kiilonb6z6 hatarértékhez tart,
az e alkoté P eloszlési paraméteréhez. Az eloszlasi paraméter a két alkoto altal hatérolt
feliiletsav csavarodottsaganak jellemzodje. Szamitassal torténd meghatarozasara a korabban

latott képlet,a p = \\;—SI alkalmas.

2
Példaként hatarozzuk meg egy hengerkonoid alkotonak a paraméterét. A feliiletet a henger
tengelyére mer6leges iranysikkal parhuzamos és az f egyenest metsz6 henger-érinték alkotjak
(33. abra).
Adatok: R = 3, a = 30°, f = 60°, d =5,5.
Az f egyenes F pontjat v = 4 sebességgel inditva és figyelembe véve, az A aszimptota-sik
helyzetét, valamint a ve sebességvonalat, a paraméter kiszamitasdhoz sziikséges sebesség-
adatok: vo=3; v3 = 2. A képlet alkalmazasahoz sziikséges harmadik adathoz a C cent-
ralis sik és az alkoto centralis pontjanak ismerete sziikséges, vagyis a CF = | = 4,618
tavolsag. A képlet alapjan a paraméter:

_Vs1_24618-3078.
v, 3

Ellendrizhetd az eredmény a korabban latott tétel segitségével (a csavarmozgas-problémat
targyald részben), mely szerint az alkotd paraméterét azon pontjanak a centralis ponttél mért
tavolsaga adja, melynek érinté sikja felezi az aszimptota-sik és a centralis sik hajlasszogét.
Az alkotéra merdleges sikra képezett vetiilet segitségével allitjuk eld esetlinkben ezt a pontot,
melynek a centralis ponttol mért tavolsaga jo kozelitéssel egyezik a paraméter szamitott
értekével.
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33. 4bra

BURKOLOFELULET ABRAZOLASA

Befejezésiil arra mutatunk példat, hogy a kinematikai eszk6zok nem csupan vonalfeliiletek
abrazold geometriai feladatai soran alkalmazhatok.

Egy r sugaru gomb A pontja egy e egyenesen, atellenes B pontja egy R sugaru k kérén mozog.
Feladatunk a mozgd gdmb helyzeteit burkol6 feliilet (felének) dbrazolasa (34. abra).

Most az elsd kontur jelent problémat. A mozgd gomb helyzeteinek elsd képei altal alkotott
korsereg burkologorbéjét kell megszerkeszteni. A gombvetiiletek €s a kontur érintkezési
pontjait az aktualis sebességpolus felhasznalasaval jeldljiik ki. A részletes magyarazatot
mellézve csak arra mutatunk ra, hogy amikor a gémb két atellenes pontja az ABx helyzetbe
jut, akkor a konturkép megfeleld pontjaban az érint6 e -vel parhuzamos.

34. abra
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A feliiletnek van olyan gorbéje, melyben a feliilet onmagat metszi; K.-vel parhuzamos
szimmetria sikjaba esik. E sikot a gombsereg valtozo sugaru korokben metszi, példaul az AB
helyzethez tartozé gdombot az m kdrben, melynek sugara r» . Hogy az 6nathatasi gérbe hol
érintkezik az m metszetkorrel, annak megallapitashoz vegyiik figyelembe, hogy a burkol? -
feliilet a ,,szomszédos”, ,,egymashoz végtelen kozeli” gombok kozds koreinek halmaza. Az
AB helyzethez tartoz6 gomb esetén ez az n kor. Az 6nathatasi gérbe m-re esé pontja azm és n
korok kozos K pontja. Az dnathatasi gorbe burkolja azokat a kdroket, melyeket az m korhoz
hasonlé modon nyerhetiink a tobbi gdmbhelyzet esetében. Az dbran még harom ilyen kor
lathato, a szerkesztésiiket mellozve.

AZ ONATHATASI_GORBE_SZELSO PONTJAI

MegszerkeszthetOk az 6nathatasi gorbe sz€lsé pontjai is! A 35. abrardl leolvashato, hogy egy
m metszetkorhoz tartozo p tavolsag és az r sugar kozti arany az dbra hasonlé haromszogei

p _rcosp p _ COSp R+2r

alapjan: +—= , = .Hap — 0 cosp — 1, alb— , ennél fogva
P b2 "a-bi2" v 2am-1 Y :
p_ R = 1 . A mozg6 gomb masik sz¢lsd helyzetében hasonld szdmitassal az
r 4r+R 1+4r/R
arany P R .
r 4r-R

35. abra

ZARSZO

A kinematikai eszk6z0k alkalmazédsanak 1éteznek tovabbi lehetdségei az abrazold geomet-
riaban és a konstruktiv differencialgeometriaban, melyekkel itt nem foglalkoztunk, de talan a
targyalt anyag is elegendd arra, hogy a kinematikat mérlegeljiik, mint az emlitett két geomet-
riai tudoményag lehetséges segédeszkozét.

Felmertilhet a jogos kérdés: mi értelme van az itt targyalt kinematikaval vegyitett dbrazolo
geometrianak a minden tudomanyagat atalakitott szamitastechnika, konkrétan a szamitogépi
abrazolo geometria koraban.

Erre talan csak egy vélasz adhat6: az dbradzold geometria eredeti hagyomanyos, nem gépi
modjanak mindig voltak €s bizonnyal vannak hivei, olyan kivalosagok is, mint Kdrméan Todor
és Rubik Ernd, kiket vonz(ott) az abrazold geometria sajatos szépsége, a térbeli alakzatok és
Osszefliggések elképzelni, meglatni tudésat ,,jutalmazd” tulajdonsaga, hogy gyors, egyszeri
eszkozokkel teszi lehetdvé a csak hosszas szamitasok révén feltarhato 1ényeget.
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